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Seien A, B, C unabhangige Ereignisse. Welche der folgenden Gleichungen sind immer wahr?

Richtig Falsch
Pr[A|BN C] = Pr[A|[BUC] v
Pr[(AUB)NC] = (Pr[A] + Pr[B])-Pr[C] v
Pr[A] + Pr[B] < Pr[AU B] v

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B] v

1 Unobhangigkeit von A wed RAC (Law. Buc)
1. P R) = Pr[A)+PrlR) - P-TAMR]
fg. {Auuj ( J " _.) r 3 Pr‘[hnB] )0 ?
4. Depim"'a'o«'-

A, R unabhingy, < Pr[AqB] = P-[A] -Pr[R]

Lemma 2.24. Seien A, B und C unabhingige Ereignisse. Dann sind
auch AN B und C bzw. A UB und C unabhangig.

Betrachten Sie das Coupon-Collector-Problem mit nur zwei verschiedenen Coupons (n = 2). Die
erwartete Anzahl Runden bis wir beide Coupons gesammelt haben ist 3.
Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr

Falsch

ERJ=w 2t — 2(4-4)-3

1=1



Seien X7 ~ Bin(n, p) und X3 ~ Bin(n, p) zwei unabhingige binomielle Zufallsvariablen. Welche
der folgenden Aussagen trifft zu?

Wahlen Sie eine Antwort:

a.
X1 + Xy ~ Bin(n, 2p). O
b.
X1 + Xs ist nicht notwendigerweise Binomialverteilt. O
c
X1 + X3 ~ Bin(2n, 2p). O
d.
X1 + X5 ~ Bin(2n, p). ®
e.
X1 + X, ~ Bin(n, p). O
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X,{*x? ~ B;W(Qh, P)

Sei 2 = {—3,—2,0, 2,3} ein Laplaceraum und sei w ein (zufélliges) Elementarereignis in (2.
Berechnen Sie E[|w|].

Answer:

(] 1
wzr=.f2. |w|‘P:-(W3 =0r 2%+ 3-%= ?0 =_Z__‘=

Wir werfen einen fairen, sechsseitigen Wiirfel 4 mal. Sei X die Summe der Augen der vier Wiirfe, dann
ist X binomial verteilt.

Bitte wéahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

RihOhiﬁlVW"Uluﬂ\l’ modelliect ein Zul!al\scxperir-eu{' We ein Prozess
vl Eefdsw'ket P n-ral  wiederholt wird.

Angenommen, (5 ist ein Graph, der eine Eulertour enthélt, und die Anzahl Knoten von ( ist gerade.
Dann enthélt G ein perfektes Matching.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr O

Falsch x

6632». Le.’sﬁhl;

LAY VS

Wir betrachten folgendes Zufallsexperiment: Wir werfen zunéachst einen 6-seitigen Wiirfel und danach eine Miinze. Dieses Zufallsexperiment lasst
sich mit der Ergebnismenge = {1,2, 3,4, 5,6, K, Z} beschreiben.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
O Wahr

®ralsch
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Drei Ereignisse A, B, C' heissen unabhangig genau dann wenn
Prl[ANBNC]| = Pr[A] - Pr|B] - Pr|C].

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

Definition 2.22. Die Ereignisse A;,...,A, heissen unabhdngig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit [ ={i,,..., 1k} gilt, dass

PI'[Ai] MN---N Aik] = PI‘[Ai,] ce PI[Aik]. (2.2)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit i € N heisst unab-
hangig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.

Alle Te: (Mngen I = PlA«r])=PLA] P-(R]
P-TB~C)= P1B)-PLC)
P-[Cna k)= PLC) PIN]
muss auds Stl]rth.v

Wir betrachten den Laplaceraum mit = {1,2,...,10}. Seien A = {2, 3,5, 7} und
B ={1,2,3,4,5}. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Ereignisse passieren?

Answer:

Ar\B:ZZ, 3,S} =2 Pr(AnR-}-:"—e:T?'-_ %=0.3



Seien A, B, C drei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum mit Pr[A], Pr[B], Pr[C] > 0.

Wahr Falsch
Falls A, B, C unabhangig sind, dann gilt

Pr[An(BUC)| = Pr[A]- Pr[BUC].

Falls Pr[A] < Pr[B], dann
Pr[AuC] < Pr[BUC].

Falls Pr[A U B| = Pr[A] + Pr[B], dann
PrlAN B =0.

Falls Pr[A N B] = Pr|[A] - Pr[B], dann sind
A und B unabhéngig.

v

Sl..l/tm Dlgeq Loprbc'w!'n

2, | h"“l.l’l.l/':

3. Folf)‘ s Pr(Av B) =Pr[A)+ Pr[B) —P[ AqB)

A(. DC[’/ Von uh&LLahg;&Lu'L p&f‘ZEr‘ciﬁnisst

Sie nehmen an einer Quizshow mit ‘Ja/Nein’-Fragen teil und wissen, dass die Fragen zufallig
ausgewadhlt werden und Sie mit Wahrscheinlichkeit p die Antwort wissen (und die Frage korrekt
beantworten). Falls Sie die Antwort nicht wissen, wahlen Sie eine der Antworten (uniform) zufallig aus.
Wie hoch (in Abhéngigkeit von p) ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie die korrekte Antwort auf eine

zufallige Quizfrage geben?

Wahlen Sie eine Antwort:
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Wir mb'cla"en I"l(.;S"ehS €inen “chl.sc‘miﬂswul" c.-'mleu, den
&ihc, zl&'-u“swan'al:lc anhip-n".

Definition 2.27. Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

B TP\l des x
xXEWx SN~—— .
sofern die Summe absolut konvergiert. Ansonsten sagen wir, dass der
Erwartungswert undefiniert ist.

_ . ) \ .
\/l/w Crinhean vma, 0‘0!33 X:X Nur éin P(c:l'% -
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Ex = i(»uefz_ l X(w) = l (l5|’.
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Lemma 2.29. Ist X eine Zufallsvariable, so gilt:

EXl =) X(w)-Prlw].

weQ
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Satz 2.30. Sei X eine Zufallsvariable mit Wy C N,. Dann gilt

o0

EX] =) Pr[X>il.

=1

Beweis:  Per (/l)

E(X]: %l Prrx =|'J = z i Pr[)\:l])

i=o 1=0 J“““

ug_r,

z { Pr[X=i]l-"—' z P.{Xéf)]
J=

j:&

A
I
¢_',.




(#) Un indexiens =
=

=1 1 =2 NnNewnce Su h'\‘t"l"”\sﬂl"ﬁﬂpl)la&

= —+
[PrO=13 | Prix=2) - Pr(x-|. . - -
J‘:'?‘ Prix=2] i lPr [x=k)| . _ |
, k< ( '. f
[
\i‘-‘— k Pr()(‘=|<] ‘;L'
\\ R

\

Jllﬁn L»(herLc, 0(055 ol allc S Urimemden
=0 9'"‘4, 0“'- SIA‘MMC a.‘osolu{- kohverge.d' .‘s".

= Dl'ex Ur'\om‘nung Vef;-noler'|— dthzu(lalae Olus R%uUa‘l'
nichl.

Lihearl'}a" 6(15 Er‘war“lm&stverl‘cs

WW\ korhm.' de widni‘-'gsh (prwwl, warum  wie meik licber
it elner Summe von simpleren 2ulllsvariablen rednen,
M(S ik einer el'nll'gut '(on. exeren Zul:ﬁ“svarl'a\ole_

Satz 2.33. (Linearitdt des Erwartungswerts) Fiir Zufallsvariablen
Xiyeey Xpund X := a1 Xy + ...+ a X, + b mit a;,...,a,,b €R gilt

EX] = a1EX3] +... + a.E[X.] + 1.
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Beobachtung 2.35. Fiir ein Ereignis A C Q) ist die zugehorige Indika-
torvariable X, definiert durch:

1, fallsweA
Xalw) := {

0, sonst.

Fiir den Erwartungswert von X, gilt: E[XA] = Pr[Al.

Eine komp({a'ukra 2uM(smrth(_ als Sumre von
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Szenario: es gibt n verschiedene Bilder
in jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder

X := Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen
Frage: E[X] =77

L-Oéungsansqh: Zb‘ltg‘h ih eine Summc (l((.tlhw. )

Teilprebleme
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- Bekommen wir die ersten k Bilder geschenkt, so reduziert sich der Erwartungswert auf

n nk]

ZE Z —1+1 e i Flo-k

i=k+1 1—k+1 i=1

besser

- Bekommen wir die letzten k Bilder geschenkt, so reduziert sich der Erwartungswert auf

n-k n-k n 1

EXI=) EXi=) ——=n-Y - =n{Ha-HJ)

i=1 o vt ol i

B Lﬂliha,'b ZIAEUS Varf'alolcv\

Eine 2ufullsvaritle i+ eine Albildung
X Q—R

Aea,

Die bedingte Zufallsvariable X|A ist dieselbe Funktion wie X, aber
der Definitionsbereich ist auf die Menge A eingeschranki:

Zufallsvariable: XA:A->R

Dichtefunktion
fxja :R—=[0,1], z+PrX =z | A]

Verteilungsfunktion
X ist unabhéangig von A,
Fxia:R—[0,1], z+—Pr[X <az|A] f@ls/xa=ix.

Erwartungswert
1
EX |Al:= ) z-PrX==z|A]= BerA]

reEWx weA




Lineacitat des Erwanbungsmetes gilk Jrmer nod.

Mehrere 2alallsvariablen
Hﬁ\om wic Schon ol verwindel als S umme X=7 % .

\iﬁr belradnl‘eh hun 0“- Aic wﬂl""scl.ein(idn’za'l— oler
Orim *

PriX =x,Y=y] = Prl{fwe Q|X(w)=x,Y(w) =y}
Devae AeL’u:mn wir auch dit gemdnsame Dichte:
fxy(x,y) == PrX = x,Y =y
Man bereke  X=x,V=y' = %X=x"n V="
Pa U 'Yf—\l,‘ = ( einc ﬂ(|'$Jun‘L“L Vereinigung

yely,

isl—, t0l3|‘ pe- Adddi Hossalz
fx(x) = Y  fxy(x,u)

yeWy

l 0 )
'wa{d.’cuu voa X" = Pidle yon X



ur\ alo\r\anjic,ku"' von ehrere 2V

Definition vesn2 Zufallsvariablen Xj,..., X, heissen unabhangig genau

dann, wenn fiir alle (xq,...,%,) € Wx, x ... x Wx_ gilt
PrIX | = Xiyu0vy X = Xal = PriX) = %xq] - ooe PriX, = %4l.
Varianz

Wir‘ Wout’.n (J,I'n Mﬁss Unm ﬁ(it vl/blhe der‘ V({rfei(unj

ZUm E%r?uhg,swer" Zu quanl'n‘p:'}l'erth.

\/l/}r “Ql’lhf_r\ olq_ ﬁi\'r p‘!.n Er‘wﬁf""hgst Ae- 'D;Slﬁnl' vea X zun [F YX]

Definition 2.39. Fir eine Zufallsvariable X mit u = E[X] definieren wir
die Varianz Var[X]| durch

 — - 2 —_ — 2 . ez
Var[X] := E[M] = Ezww Pr[(X = x].
xEWx
Die Grosse o := {/Var[X] heisst Standardabweichung von X.

(1) skt |X=p]| A e matherebisct
reha Sinn ( .sl'e“b da'ﬁ[fg,ne-\ziee-lour, e‘lc.)
Satz 2.40. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X*] — E[X]%.

Beveis  Vear(X) = [E[(x-4)"] = [Elx* -2 X « pt)
=[E]xJ+ El2px] + ELp)
= ENX]-2pnEPD+ p?



= [EDxT - ED]° b

Satz 2.41. F'iir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X + b] = a* - Var[X].

Ve[ o X+b)= E (@-x b - nz[a-x'ﬂ)z]
- E[(eXb-aE00-1)']
= E[(aX - ) ] = E [ (x-EW0)']
- [l &2 (x- D)= o2 [ET(-E60Y ]

= a* - Var (x) b

Satz 2.61. (Multiplikativitdt des Erwartungswerts) Fiir unabhangi-
ge Zufallsvariablen Xi,..., X, gilt

&Wt T

E [XQ' o aeds xv:) — z_ Z Xom o X, Pr[X,,=xq,X,_=xz_....,Xn=,¢“]

X ‘e\n;(q xX,eWy,

(Mm"‘lﬂ\ﬁ:ﬁlan"') = Z Z Xa X, Pr[& Xq-] Pr[X,“;( —) - B [-X“:: xn]

"15\'/ YneWy

— z w2, P =2 Zx PLt=<] - 2 3PN )
x.eW, N *eW,

=EX) - E)



Satz 2.62. Fiir unabhangige Zufallsvariablen Xy,..., Xnund X := X1+
...+ X, gilt
Var[X] = Var[X;] + ...+ Var[X,].

&-\("Cis: \0‘1 2(‘52 N~ AOn Fau n=1, gf_l' X,Y M"\ﬁbl‘a‘jiﬁ.

E((xe*)= E[xes2xe-v] = [E[X)+ 2 [E[xV] + EIYY)
(Unabbimgigket) = [ED + 2 [EDQIELY) ETY7)

E0ev) = (EX)+ED) = [EIX)*+ 2EWEW) +EW*
Ve (x#¥)= [E[xe)]- BBV = [ELC)-E LX) ET)-[ETV)

=\ ()()i—lé..»(k) 7

Bemerks\i Var [XV) = Va- 1) Vae[¥) i All,.

Wv\b nodh peL”‘ ' Vﬂf‘imz von Bermoulli , Binomial e Georelrigt.
VErI(n'lw\a ( kénnl thr hun Selb(r
nad‘rwlun, SDnsL vilt
l"&td\il‘e WO(“»\C)



Satz 2.65 (Waldsche Identitdt). N und X seien zwei unabhéngige Zu-
fallsvariable, wobei fiir den Wertebereich von N gilt: Wy C N. Weiter

sel

N
Z= N %,
i=1
wobel X, X3, ... unabhangige Kopien von X seien. Dann gilt:

A\OSCLQ"Z-,% Von %lnrsd\u'nlicl\lcd}ch

Satz 2.67. (Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die
nur nicht-negative Werte annimmt. Dann gilt fiir alle t € R mit t > 0,
dass

PriX >t] < @

Oder aquivalent dazu Pr[X > t - E[X]] < 1/t. 5;u_ hoae Wh( X nihb--

hﬁal.l VP
Bewei: E(x] = Z . PDt=x] (= )%vxx.p,[xq]

xe ' >+
X=

> Z bPD=Al = . EV Pr [X=x]
xe W x xal-“

— *‘[X] 2 {- Pr(x?'ﬂ IJ’

ED(} O Pr‘[x>+j
\ kelod ik o +>0

%)




Satz 2.68. (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

PriX —EX]| > 1] < Vatrz[X]

oder aquivalent dazu Pr[|X — E[X]| > t\/Var[X]] < 1/t

Bewei,-' l X"‘ l

23] B R O =) B
= PrlIx-Ex|>1] = Pr[(X-EX)) > 1]

Da Y: (XEED{JY ""‘“"""‘3""‘% \A’U‘k ann imp F
tnd "‘l >0 6|l.1 per ‘/Mapkov;

Le-Ex))]  VarDX)
Pr [ (- E))'212] < £ (11 LR +2

%}
Keinc ZuMhLd;nbth |7

Satz 2.70 (Chernoff-Schranken). Seien Xj, ..., X, unabhdngige Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p; and Pr[X; = 0] = 1 —p;.
. . p— 'n_ o . /
Dann gilt fiir X:= ) ', Xi: \. i well
n .
firalle 0 < 5 <1, W kdhen

(X ".Sl’ no‘c"l" )
e 28 EX fir alle 0 < & =

442 bimomil
fiir t > 2eE[X].

(i) PrlX > (14 8)E[X]] < e 38*EX

(i) Pr[X < (1 —8)E[X]]

VAN

(iii) Pr[X >t <2

Auc DGM'-S [/crp;l'cLLe.,. Wi, (Skr‘;pl' S. /M?"’l‘l‘l)
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WV, Probbilit, DP

Kurzer Inpul / Sheuktar

'n Anlt/ )omml} the mandimel DP n gewisse Wkt

ans 2urecnen.

“ﬂ"‘ hl}issl' hei.s"r.nb ﬂ(n'e \/Vllzﬂ"‘ emes Ehﬂlrcshlkts £(@r é;hth
l?cl;e")iaen l'lerﬁl'l'vtn Pl‘ﬁ).-tss l\_l.nden.

261' I‘l"cl\l F D"’l' shwills |<0hly0he-,l-e:

MQ‘S‘U.:, Slu’ €s ir‘atnolel.he, W:‘cdzr'w“-e kotnpo.,e..h,
Rs'o. An‘éalvl pumlh, Ahzulnl, Tqbe,,,,,_

bﬁb fSL Aein ene Ad.sc In enrgm DP-TaLIL.

E- Po(bg L csler 'I‘L F or‘f'sc‘nm'Hs LOMPUYI erd'e_ .

F Ar VErschieAet\e 328hur|'eh wird es in AnW versdhiedene
Erpl)(jS wdikatoren:

By GBM'm, akduelles  fonkoshad , Anaah Erfolse, 5esnmml}e Stadke ...
3& IMMLAU'\ kam\ es auch hocla andere lnol:kql'or‘a\ gebeh,

Ait Ae.\ "G“M SI’R'-C "/2145"%0( e;ﬂﬂlﬂu‘h& AQP—:H‘UCP\. (ej. Ah laLl
Fel verswle /Misserfolye, Abshard vor Shuckpunkt )

— (-2 Jlf. 3 we'ltee Achsen,

Ein Eintrag j;m DP-Table bedibt [neit) Aie



l/‘/“l"rgd"u-nlfduhi" ﬁ(:xr Aen lusla-w( Ader an dreser Shelle
"Care Stak"

d“ﬂ’l’! A;Q_ l"vll‘klll'oﬂ-n Qh p{[,q Acl,seh Olﬂpim‘u”,' wird..
(0{&' 2ustand musy girdentiy m‘-\.)

BSP. DPE‘J[\)__‘ =" Wkeit das idh nad der 1-ten Ruwde
J'*ha\ jewonhen hake b

Danad kormt dlie  Kunsh

\Nl'c \oer‘ulqhe ich OP[IJYD Voh vorhecigen Eintragen?
ﬂen‘slms jf‘e;"tn wir au[ die Eihl-ri,j( mil ‘fleineren 2(!'"[{01»-,:“

aber hicht Imme~
oneake 2urinck.

D&?u \A\ao-l%,’ thr endh wie / Mi w:,ldweh W"f] ,cam. !'t"\

von der (i*") —{en Rw-dc,Ttg, ,ek. di esa, Shake DPTIT)
erveichen ©

lhe solllel einen Starting Stake (e DPIOJIS)
il Wkel 1 haben.

Auclecen  dann roglicherweise ans pchreren El'nhﬁgtn.

EV". missk b die DP-’TRLE—UQ NAr /l"r».uL
bef‘(’_clnhtu (auc‘\ boei mebare- g Tes'faxsts)



